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ESERCIZIO 1
Dimostrare perinduzione che

) 2
13+23+33+---+n3=(@) Vn > 1.

ESERCIZIO 2
Calcolareilvalore del seguente limite utilizzando i limiti notevoli
. sin(4z?)
lim
2—0 1 — cos(3z)

ESERCIZIO 3

Studiare la funzione f(x) = z2e~% e disegnarne il grafico probabile. (Si trovino
anche eventuali flessi).

ESERCIZIO 4
Determinare i puntisingolari della funzione
|z° — 4|
flz) = —
Tt — 2z
e specificarneil tipo.

ESERCIZIO 5

Calcolare il seguente integrale indefinito

/mlnmdm
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TEMA D’ESAME 1

Soluzioni commentate

ESERCIZIO 1 - SOLUZIONE

2
Chiamiamo P(n)'affermazione 13 +23 + ... + n3 = (@) '

Base (n = 1). Asinistrac’¢13 = 1,adestra (%)2 = 1. Quindi P(1) & vera.

Passo induttivo. Supponiamo vera P(n) peruncerton > 1 (ipotesiinduttiva) e dimostriamo
P(n+1),cioéchel®+---+ (n+1)3 = (W) 2. Sommiamo (n + 1)3 a entrambiimembri
di P(n):

13+“°+n3+(n+1)3=(—n(n;l)) +(n+1)° = (n+1)° [%24—(1%4—1)]
:(n+1)2.%:(n+1)2. (n-z2) — ((n—|—1)2(n—|—2)) .

Questo e esattamente P(n + 1). Peril principio diinduzione P(n) vale perognin > 1.0

ESERCIZIO 2 - SOLUZIONE

[llimite € nella forma %. Riscriviamo la funzione in modo da far comparire i due limiti notevoli Sltﬁ —1le
L= % pert — 0:

t2
sin(4z?)  sin(4a?) (3z)? 4a?
1—cos(3z) _ 4ax? 1—cos(3z) (3z)2°
-1 —2

Il primo fattore tende a 1 perché 422 — 0:il secondo tende a 1—}2 = 2perché3x — 0;ilterzovale

422

<& = § perogniz # 0.Quindi

RISULTATO

in(4z2 4
L ¢ P B
z—0 1 — cos(3z) 9 9

ESERCIZIO 3 - SOLUZIONE

1. Dominio e segno. f & definitasututtoR. Poichéz2 > 0ee™ > 0,siha f(z) > Oe f(z) = 0
soloperz = 0. Non ci sono simmetrie evidenti.

2. Limitieasintoti. Perx — —o0: f — +00,e %

obliquo. Perxz — +4o00: zle™® > 0 ("esponenziale prevale), quindiy = 0 & asintoto orizzontale
adestra.

= ze~* — —00, quindinessun asintoto

3. Derivataprima. f'(z) = 2ze™® — z%e® = (2 — z)e®.lIsegnodipende daz(2 — z): f' < 0
perz < 0eperz > 2, f' > 0per0 < z < 2. Quindi f decresce su(—00, 0), cresce su (0, 2),
decresce su (2, +00).
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4. Massimie minimi. z = 0&unminimo (assoluto) con f(0) = 0; £ = 2 &un massimo relativo con
f(2) = 4e~2, ciog circa 0,54.

5. Derivataseconda. f"(z) = (2 — 2z)e™® — (2z — 22)e ® = (2 — 4z + 2)e . Siannulla
perr =2+ \/E(circa 0,59 e 3,41); e positiva fuori dalle radici (convessa) e negativa trale
radici(concava).

6. Flessi. f" cambia segno in entrambii punti, quindi sono due flessi:z = 2 — v/2con f ~ 0,19
z =2+ +2conf~ 0,38

AY
24
'| 4

max (2, 4e-2)
®
o
o flesso
® flesso } »
4 6 X

min (O, O)

Grafico probabile di f(z) = z2e~2.

ESERCIZIO 4 - SOLUZIONE

ll denominatore z2 — 2z = z(z — 2) siannullainz = 0 e z = 2, quindiildominio &R \ {0, 2}.
Studiamoidue punti, e poix = £2dove siannullail valore assoluto.

Punto = 0. lInumeratore tende a4. Ildenominatore :c(:z: — 2) vale: positivo piccoloperz — 0~
(entrambi i fattori negativi), negativo piccolo perz — 0. Quindi

lim f(z) = +o0, lim f(z) = —oo.
z—0~ z—0t
E una discontinuita di seconda specie (infinita), con asintoto verticale x = 0.

Punto 2 = 2. Scriviamo |z2 — 4| = |z — 2| |z + 2|, quindivicino a 2siha f(z) = =2 @42) Ajiora

z(z—2)
lm f@)= 272 =2, lim f(z)= - 212

z—2+ T z=2 T2~ Z

=2,
=7

[ limiti destro e sinistro esistono finitima sono diversi: discontinuita di prima specie (a salto), di
ampiezza4.

Punto = —2. Qui f & definita e continua (f(—2) = 0), manon derivabile. Per& < —2siha
f(z) = &2 con f/(—2) = —3:per—2 < & < Osiha f(z) = —Zt2 con f'(—2) = +3. Le derivate
lateralisono diverse: x = —2 € un punto angoloso.

RISULTATO

x = 0:infinito (22 specie). x = 2: salto diampiezza 4 (12 specie). x = —2: punto angoloso.
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ESERCIZIO 5 - SOLUZIONE
Integriamo per parti, scegliendo In £ come fattore da derivare e x come fattore daintegrare:u = In z,

. 2
dv = zdz,dacuidu = %dwevz %

x? x2 1 x? 1
/a:lna:dm—TInw—/T-Edw—Tlnw—E/wdz.

RISULTATO
2

2
/aclna:d:cz %Inw— % +c, x>0.

( Verifica: derivando il risultato siottiene zlnz + § — 5 = zln«z.
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