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ESERCIZIO 1
Dimostrare perinduzione che
n
1 n
= Vn > 1.
; k(k+1) n+1
ESERCIZIO 2
Dopo aver dimostrato che la funzione f(z) = x3 + In z & invertibile, determinare la
retta tangente al grafico della sua funzione inversa f ! nelpunto P = (1, f71(1)) e
disegnarla.
ESERCIZIO 3
Studiare la funzione
z—1
Tr) =
9(=) z+3
e disegnarne il grafico probabile. (Sitralascilo studio della derivata seconda).
ESERCIZIO 4
Determinare ivalori dei parametrirealia e bin modo che la funzione
2
h(z) =e ™™ +b
abbia un flesso diascissax = 1 eil cuigrafico passiperil punto P = (0; 3).
ESERCIZIO 5
Disegnare il grafico della funzione f(z) = —z2 + 6z — 8 e determinare 'area della
regione di piano compresa tra tale grafico e I'asse delle ascisse.

é‘@ Analisi- Tema d’esame 2 1/ 4 infomaat.it
9



TEMA D’ESAME 2

Soluzioni commentate

ESERCIZIO 1 - SOLUZIONE

Base (n = 1). Asinistra 1—12 =] %,adestra ﬁ = %.Vera.
; ; ; n 1 _ n : : : : . 1 .
Passo induttivo. Supponiamo Ekzl FED) = T e aggiungiamo il termine successivo SR
n 1 _nm+2)+1  (n+1)?  n+1

ntl  miD)nt?d)  mt)m+2)  mtD)nt2) n+2

Questa e laformulapern + 1. Peril principio diinduzione 'uguaglianza vale perognin > 1.

ESERCIZIO 2 - SOLUZIONE

1. Invertibilita. Il dominio & (0, +00) e f'(z) = 3z% + % > Qperogniz > 0. Quindi f & strettamente
crescente, dunque iniettiva, dunque invertibile sulla suaimmagine (che ¢ R, perché f — —oo per
z—0tef 5 +ooperz — +00).

2. llpunto P. Cerchiamo f~1(1), cio&il valore 2o con f(z) = 1.Sivede subito che
f(1) =1+1n1 = 1;perliniettivita & 'unico, quindi f (1) = 1e P = (1, 1).
3. Pendenza. Perlaformuladella derivata dellinversa:
1 1 1
-1y 1 — — — = —.
CYO=FrEm) T Fm e

4. Rettatangente.y — 1 = %(z — 1), cioty = Lz + 3 Intersecagliassiin (0, 2)ein (—3,0).

RISULTATO
T n 3
¥y=1471
AY
24
1+ o
L~ Pa)

Inarancione 1, inblularettatangentein P = (1,1).
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ESERCIZIO 3 - SOLUZIONE

denominatore posmvo perx > —3. IIrapporter Oper:c < —3oppure x > 1. Dominio:
(—00, —3) U [1, +00).

2. Segnoezeri.g > 0ovunque (¢ unaradice); g(z) = O soloperz = 1.

3. Limitie asintoti. Poiché £ ? — L= zi?’ ,perz — Foosihag — 1:asintoto orizzontaley = 1(da
sopraa—00, dasottoa+o00). Perz — —3 ilradicando tende a 400, quindig — 400: asintoto
verticalex = —3.

4. Derivataprima. Postor(z) = 2%, 7/(z) = +32,qumd|

’(w) _ 2

g (z) = = > (Qintuttoildominio (escluso & = 1). g€ strettamente
r(z) (z+ 3)2y/7(z)

crescente su ciascuno dei due rami; non ci sono massimi o minimiinterni.

5. Puntoz =1.Quig(1l) = 0eg'(x) — +ooperz — 17:ilgrafico parte dall'asse con
tangente verticale.

6. Grafico. Ramosinistro: crescenteday = 1(a—00)finoa+o0o0inz = —3. Ramo destro: crescente
da(1,0) versoy = 1senzaraggiungerlo.

. AY
sy
|
:
I 24
I
_______________ LI
:
: (1,0)
t ¢ >
3 1 5 X
Grafico probabile dig(z) = 4/ Z7% : asintotiz = —3ey = 1.
ESERCIZIO 4 - SOLUZIONE
: , _ag?
Calcoliamo le derivate: h'(z) = —2az e ™ e
2 o2 _
h"(z) = —2ae™* + 4a’z’e™ " = 2a(2az®> —1)e™*

Condizione diflessoinz = 1. Serve h”(1) = 0, cioé 2a(2a — 1)e™* = 0, quindia = 0 oppurea = 1.
Cona = Qlafunzione & costante (h = 1 + b) e non ha flessi: siscarta. Cona = %si ha

h'(z) = (z2 — l)e_zz/z,che cambiasegnoinz = 1(negativaper0 < « < 1, positivaperz > 1):&
davveroun flesso.

Passaggioper P = (0;3).h(0) =€’ +b=1+b=3,quindib = 2.
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RISULTATO

a=—=, b=2, h(z) = e~%'/2 + 2.

® ESERCIZIO 5 - SOLUZIONE

E una parabola con concavita verso il basso. Intersezioni con I'asse &:
—224+62—-8=0 < 22— 6x+8=0 < z =2, x =4 Vertice:zy = —
f(83) =—-9+18 —8 =1,quindiV = (3,1).Intersezione conl'assey: f(0) = —8.

b:3’

2a

Traz = 2ex = 4laparabolastasopral’assez (f > 0), quindil'area e l'integrale di f su [2, 4]:

£ 3, ! 64 8
A= | (-2*+6z—8)do=|-— +32°—8z| =(-——+48-32)—(—=+12—16
) 3 ) 3 3

RISULTATO
4

A= —
3

V@3, 1)

<V

Regione tralaparabolael’assex,per2 <z < 4
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