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ESERCIZIO 1

Dire se lacomposta di funzioni strettamente decrescenti € ancora strettamente
decrescente, motivando adeguatamente larisposta.

ESERCIZIO 2
Calcolare la derivata della seguente funzione

g(z) = Incos(z?) + 2

ESERCIZIO 3
Studiare la funzione
75
f(z) =

z2+1
e disegnarne il grafico probabile. (Sitrovino anche eventuali flessi).

ESERCIZIO 4
Determinare il valore del parametro reale k peril quale la funzione
3
T 0<z<1
o) ={%,
zé+kr—k 1l<zx<2

soddisfinell'intervallo [0, 2] le ipotesi del teorema di Lagrange e trovare il punto di
cuilatesidel teorema assicural’esistenza.

ESERCIZIO 5

Calcolare il seguente integrale indefinito

1
—d
/mz—m—G “
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TEMA D’ESAME 3

Soluzioni commentate

ESERCIZIO 1 - SOLUZIONE

Risposta: no. La composta di due funzioni strettamente decrescenti e strettamente crescente.

Dimostrazione. Siano fe gstrettamente decrescentie h = f o g. Prendiamo &1 < 2 nel dominio di

h.
1. Poiché geéstrettamente decrescente:z1 < £2 = g(z1) > g(z2).

2. Poiché feé strettamente decrescente, applicata a due puntiin ordine invertito liriporta in ordine
diretto: g(z1) > g(z2) = f(g(z1)) < flg(=2)).
3. Quindizy < 3 = h(x1) < h(z3): h & strettamente crescente. [

Esempio: f(z) = g(x) = —x sono strettamente decrescenti, ma f(g(z)) = & strettamente
crescente. In generale, ogni “inversione di ordine” cambia il verso della monotonia: due inversioni si
annullano.

ESERCIZIO 2 - SOLUZIONE

Deriviamo i due addendi separatamente con laregola della funzione composta (il dominio richiede
cos(z?) > 0).
1

W i (_ sin(z )) - 2z = —2z tan(z?).

d
Primo addendo. d—ln cos(z?) =
T

sin z sinx

d
Secondo addendo. —e

dz

=€ +COST.

RISULTATO

g (z) = —2ztan(z?) + cos z €522,

ESERCIZIO 3 - SOLUZIONE

1. Dominio e simmetrie. [l denominatore & sempre positivo: dominioR. Inoltre f(—z) = —f(x):la
funzione e dispari, basta studiarlaperx > (e poirifiettere rispetto all’origine.

2. Segno.Halostessosegnodiz;l'unicozeroex = 0.

3. Limitieasintoti. lim ——— = 0:asintoto orizzontaley = 0 (da sopraa +00, da sotto a —o0).
z—too 2 +1

Nessun asintoto verticale.

(®+1)—z-22  1-—z?

4. Derivataprima. f'(z) = 5 - Positivaper —1 < z < 1, negativa

(2 +1)2 (22 +1)
fuori. Quindiz = —1 &unminimo, con f(—1) = —3,ex = 1 &unmassimo, con f(1) = 3.
2z (2% — 3)

5. Derivataseconda. f"(:z:) = .Siannullaperz =0ex = :I:\/g. Il segno & quello di

(z2+1)3
z(z? — 3):negativaperz < —+/3, positivaper —v/3 < & < 0,negativaper0 < z < /3,
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positivaperz > /3.

6. Flessi. f” cambiasegnointuttie treipunti: flessiin (0, 0), (\/g, %) e (—\/g, —@) (circa
40,43 di ordinata).

AY

max (1,%2)
( }
@,
flesso

-5 flesso 5

flesso @
m

n(-1,-%)

Grafico probabile di f(x) = z++1: funzione dispari, asintotoy = 0.

ESERCIZIO 4 - SOLUZIONE

Ipotesi di Lagrange. Serve f, continua su [0, 2] e derivabile su (0, 2). Ciascun ramo & un polinomio,
quindiilproblemaésoloinz = 1.
Continuitainz = 1. f(17) = 13 =1le fx(1t) = 1 + k — k = 1. coincidono per ognik.

Derivabilitainz = 1. La derivata del primo ramoin 1 vale 32 |$:1 = 3; quelladel secondoramo vale
2z + k|z=1 = 2 + k.Imponendo l'uguaglianza: 3 = 2 + k, quindik = 1.
Tesi. Conk = 1ilsecondoramoéz? + & — 1. Allora £(0) = 0, f(2) = 4+ 2 — 1 = 5e cerchiamo
c € (0,2) con
o fRO=FO) 5
2—-0 2°

Sulramo (0,1):3c2 = 2 = c = \/% ~ 0,91, che appartiene a (0, 1): accettabile. Sulramo (1, 2):

2c+1= 32 => ¢c= 32 chenonappartienea (1, 2): scartato,
RISULTATO
5 v 30
k=1 eilpuntoéc = ‘/ 5= 6 ~ 0,91.

ESERCIZIO 5 - SOLUZIONE
Il denominatore si fattorizza: 2 — £ — 6 = (z — 3)(z + 2). Scomponiamo in fratti semplici cercando
Ae Btaliche
1 A B
= — 1=A 2) + B(z — 3).
(z —3)(z +2) a:—3+cc—|—2 (z+2) + Blz - 3)

Perz =3:1 =54, quindid = % Perz = —2:1 = —5B,quindi B = —%.Allora
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1 1 1 1 1
B ———— = — — :—]_ — —]_ 2 .
/ar:2—a:—6dz 5/(33—3 a:—|—2)dcc 5(n|az 3 —lnfz+2))+e

RISULTATO

1 1
— dxr = -1
/a:2—a:—6 a: 5Il
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