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ESERCIZIO 1

Dimostrare perinduzione che n3 + 2n & divisibile per 3 perognin > 1.

ESERCIZIO 2

Dire se il prodotto di funzioni strettamente crescenti € ancora strettamente
crescente, motivando adeguatamente larisposta.

ESERCIZIO 3

Studiare la funzione
2

f(z) =

e disegnarne il grafico probabile. (Sitrovino anche eventuali flessi).

r—1

ESERCIZIO 4
Determinare i valori dei parametrirealia e bin modo che la funzione
f(z) = 2® + az® + b

abbiaunflesso diascissaz = 1eunpunto diminimorelativoinz = 2.

ESERCIZIO 5

Calcolare il seguente integrale indefinito

/eac sinx dz
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TEMA D’ESAME 5

Soluzioni commentate

ESERCIZIO 1- SOLUZIONE
Chiamiamo P(n) I'affermazione “n3 + 2n.&multiplodi3”.
Base(n = 1).1%3 + 2.1 = 3, multiplo di3. Vera.
Passo induttivo. Supponiamo n3 + 2n = 3m conm intero. Sviluppiamo I'espressione pern + 1:
(n+12+2m+1)=n*+3n*+3n+1+2n+2=n*+2n)+3 (> +n+1).
e =

Entrambi gliaddendi sono multipli di 3, quindilo &€ lasomma:
(n+1)3+2(n+1) =3(m+n?+n+1).Vale P(n + 1), e peril principio diinduzione la
proprietavale perognin > 1.0

ESERCIZIO 2 - SOLUZIONE
Risposta: no, in generale. Basta un controesempio.

Controesempio. f(z) = g(z) = z suR sono strettamente crescenti, mail prodotto f(z)g(z) = z*
nonloé: —2 < —1ma(—2)2 =4 > 1 = (—1)2(su(—00, 0) la parabola decresce).

Quando funziona. Seinvece f e gsono strettamente crescenti e positive, il prodotto & strettamente
crescente. Infatti, perzy < Ta:

f(z1)g(z1) < f(z2)g(z1) < f(z2)g9(z2),

dove la prima disuguaglianzausa f(z1) < f(z2) eg(z1) > 0,lasecondausag(z1) < g(z2)
e f(mz) > (0.l problema nasce quindi dal segno: moltiplicare per un numero negativo inverte
le disuguaglianze.

ESERCIZIO 3 - SOLUZIONE

1. Dominio e segno.DominioR \ {1}.lInumeratore &> 0, quindiilsegno & quellodiz — 1: f < 0
perz < l(conz # 0), f > Operx > 1;unicozerox = 0.

2. Limitieasintoti.lim, ,;- f = —ooelim, ,;+ f = +o00: asintoto verticalez = 1. Perz — +oo
lafunzione cresce come z; dividendo, f(z) =z + 1 + -1’ quindiy = 4 1 e asintoto
obliquo (ilresto ﬁ — 0).

2¢(x — 1) —z2 z(x—2)
@-12  (@-1?

3. Derivataprima. f'(z) = . Positivaperz < 0ex > 2 negativa

per0 < < 2(conz # 1).
4. Massimie minimi. z = 0&unmassimo relativo con f(0) = 0;z = 2 & un minimo relativo con

f2)=14

2
5. Derivataseconda. f”(z) = W
w —_—

perx < 1epositiva(convessa)perx > 1;il cambio diconcavitaavvieneinxz = 1,chenon

.Nonsiannulla mai: nessun flesso. E negativa (concava)
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appartiene al dominio.

4-- -
__-"'min(2,4)

max (0, 0)_-|~
— @

-

il 4

Grafico probabile di f(z) = "'—21:asintoti.'1; =ley=z+1

T—

ESERCIZIO 4 - SOLUZIONE
Derivate: f'(z) = 322 + 2az + be f"(z) = 6z + 2a.
Flessoinz = 1. Serve f”(1) = 0:6 + 2a = 0, quindia = —3.

Punto stazionarioinz = 2. Serve f'(2) = 0:124+4a + b= 0.Cona = —3:12 — 12 + b = 0, quindi
b=0.

Verifica. Cona = —3eb = 0siha f(z) = 2% — 322 f'(z) = 3z(z — 2), f"(z) = 6z — 6.Inz = 2:
f”(2) = 6 > 0, quindi & davveroun minimo.Inz = 1: f” passa danegativa a positiva, quindié
davvero un flesso.

RISULTATO

a=-3, b=0, f(z) = z% — 3z2.

ESERCIZIO 5 - SOLUZIONE

Integriamo per parti due volte; indichiamo con I l'integrale cercato. Prima volta: u = sin x, dv = e*dz,
quindidu = cos z dx,v = e,

I=¢€"sinx — /e"’ cosz dx.
Secondavolta, sull'integrale rimasto: u = cos ¢, dv = e*dz, quindidu = —sinxz dz,v = €%.

/e”‘cosa:d:c:e‘”cos:c—l—/e‘”sina:dm:e‘”cosa:—l—I.

Sostituendo: I = e®sinz — e® cos ¢ — I. Ritroviamo I al secondo membro: portiamolo a sinistra,
2] = e*(sinz — cos ).

RISULTATO

.
, e® (sinz — cos x)
/e“’smzda:z 5 4= @
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