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Leggifinanziarie —

Una operazione finanziaria sposta unasomma didenaroneltempo. Le due operazionidibase sonola
capitalizzazione (spostare in avantiuna disponibilita di oggi) e I'attualizzazione (anticipare a oggiuna
somma futura). Sonoregolate daleggi finanziarie: I'interesse semplice, I'interesse compostoe lo
scontocommerciale.

CAPITALIZZAZIONE
Posticipare una disponibilita monetaria

ConC'indichiamoil capitale investito altempot = 0 e con M iimontante prelevato altempot. |l
legame & dato dal fattore montante f(t):

MONTANTE

M=C-ft)=C+1I

dove I él'interesse maturato. Lafunzione f(t) € dettafattore montante.

ATTUALIZZAZIONE
Anticipare una disponibilita monetaria futura

Con Sindichiamoil valore nominale ascadenza e con Ail valore attuale (o scontato). lllegame & dato
dalfattore disconto ¢(%):

VALORE ATTUALE

A=8S-9p(t)=S5S—-D

dove D elosconto. lIfattore montante feilfattore disconto ¢ sidicono coniugati quando
F(#) - o(t) = 1.

Unalegge finanziaria di capitalizzazione deve rispettare due condizioni: f(0) = Le f(t) > 0 Vt.
Indichiamo coniiltasso d’interesse annuo e con diltasso disconto annuo.

Legge Fattore montante Fattore disconto
Int li 1+t !

nteresse semplice 7 :

P 1+it

| 1+14)¢ !

nteresse composto (1+472) (1 i i)t
S t ial ! 1—dt

conto commerciale =

1—dt

Lo sconto commerciale nasce come un contratto che pattuisce unoscontoD =d -t - S
proporzionale sia al valore nominale a scadenza S sia alla durata £, con costante diproporzionalitad.
Per questo € spesso chiamatointeresse semplice anticipato.
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TASSI|I PERIODALI EQUIVALENTI
Frazionarel’anno

Se vogliamodividere I'annoinm partiuguali(ad esempiom = 6rate bimestrali, m = 2rate
semestrali) cerchiamoiltasso periodale equivalente a quello annuo.

TASS| PERIODALI

; d
semplice: i, = —, dp = oy composto: ipm = (14+i)Y™—1, i=1+in)™—1

2
m
TASSO ANNUO NOMINALE (TAN)

[Itasso annuo nominale convertibile m volte I'anno, 7,,,, € definitoda j,, = m -« iy, da cui:

TAN

jmzm[(1+i)1/m—1] <= i:(1_|_j_m)m_1

IITAN € 'approssimazione lineare deltasso composto annuo effettivos.
INTENSITA ISTANTANEA D’INTERESSE

L’intensitaistantaneamisurailtasso dicrescitarelativo delmontante:

INTENSITA ISTANTANEA

7)) _ 8
7o)~ o

Legge Intensita istantanea

i

6(t) = In f(t) — ft)=-e o 8(s) ds

Interesse semplice

1+t
Interesse composto In(1 + %) (costante)
Scont ial d
conto commerciale
1-—dt
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ESERCIZIO 1.1

Un’azienda possiede BOT perunammontare complessivodi400.000 €. Lametascade frab
mesie l'altrametafrallmesi. Seiltassodirendimento perlaprimaparte €2; = 3% e perla
secondaiy = 4,1%, qual € il prezzo dimercato a cui pud venderlioggi? | BOT sivalutanoin
capitalizzazione semplice.

SVOLGIMENTO
Attualizziamo 400.000 € (divisiin due meta) coniltempo espressoin anni: % e %
200,000 200,000

= 17003-5/12 T 1+0.041-11/12

= 390,286 €

A=390.286 €

ESERCIZIO 1.2

Un’azienda ottiene da una bancaun finanziamento di50.000 € altasso annuo semplice

1 = 5% e siimpegnaaripagarloin 4 rate costanti R pagate a 3, 6, 9 e 12mesi. Qual & I'importo
dellasingolarata?

SVOLGIMENTO
Imponiamo cheilvalore attuale delle 4rate eguagliil prestito:

1 1 1 1
R = 50,000
( 1+005-3/12 T 14005-6/12 ' 1+005-9/12 © 1+0.05- 12/12)
50,000
= Sgrgr = 12:888,26

R=12.888,26 €

ESERCIZIO 1.3

Uninvestitore desidera avere fra4 anniun capitale di M = 10,000 €. Investe subito 6.000€ e
faraunulteriore versamento C'traun anno. Con capitalizzazione composta al tasso annuo

1 = 11%, determinail secondoimporto per centrare I'obiettivo.

SVOLGIMENTO

|due versamenti capitalizzano rispettivamente per 4 e per 3anni:

10,000 — 6000 (1.11)4
(1.11)3

6000 (1.11)*+ C(1.11)3 = 10,000 = C=

C=651,91€
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ESERCIZIO 1.4
Unmutuodiammontare S = 200,000 € verraripagato neiprossimi4 semestriconrate
costanti. lItasso d'interesse annuo composto €4 = 15%. Determinal'importo dellarata.

SVOLGIMENTO

Trasformiamoisemestriin anni(%, 1, %, 2) e attualizziamo lerate a tasso composto:
R R R R
200,000 =
(L.15)2 © (L.15) ' (1.15)¥2 ' (L.15)2
200,000
R=—— =59,363,25
3.3691

R=59.363,25€

ESERCIZIO 1.5
Datountassod'interesse annuoi = 10%, calcolailtasso bimestrale 74 e il tasso semestrale i,
equivalenti.

SVOLGIMENTO
Dalla formula deitassi compostiequivalentid,, = (1 4 2)Y/™ — 1.

ig = (1.10)/% — 1 = 1,60% is = (1.10)/2 — 1 = 4,88%

is=1,60% i2=4,88%

ESERCIZIO 1.6
Unprestitodi2.000 € deve essereripagatoin 4 rate trimestrali costanti, con TAN del
finanziamento parial12,5%. Calcolalarata.

SVOLGIMENTO
0.125

lltasso composto trimestrale (periodale) coerenteconil TAN & i4 = - 0.03125.
L’esponentenon &inannimain trimestri, perchéiltasso & trimestrale:
R R R R
= 2000
1+ 0.03125 + (1.03125)2 + (1.03125)3 + (1.03125)4
2000
= ——— = 539,66
3.70601 ’

R=539,66€
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c ERRORE COMUNE |l TAN non éil tasso annuo effettivo

Usare (1 + 0,125)/4 comefattore "diretto” » R=537,90€

Tasso annuo effettivoi = (1,03125)* — 1 = 13,0982% -
(1+14)/% = (1,03125)! > R=539,66€

Sipotrebberipeterel’esercizio "in anni", manonusando il TAN come base della potenza: il TAN del
12,5% & nominale, non effettivo. lltasso annuo effettivo equivalente e

i=(1+ %‘)4 — 1 = 13,0982%. Solo con questo (1 + 4)*4 = (1,03125)* e siritrova 539,66 €.
Usandoinvece (1,125)*/4siottiene 537,90 €, che & errato.

ESERCIZIO 1.7

Unalegge finanziaria ainteressisemplicié f(¢) = 1 + i(t) - tconi(t) = 0,05 + 0,03 ¢. Calcola
ilmontante diun capitale di5.000 € impiegato per 5 annie l'intensitaistantanea d’interesse in
t=4.

SVOLGIMENTO
Int = 5: (5) = 0.05 + 0.03 - 5 = 0.2, quindi M = 5000 (1 4 0.2 - 5) = 10,000 €.
Esplicitiamo f(t) = 1 + (0.05 + 0.03t) ¢ = 0.03t2 + 0.05¢ + 1. Allora:

() 0.06¢ -+ 0.05 0.29

8(t) = = =  §(4) = —— =0,1726
®) f(£)  0.03¢2 + 0.05¢ + 1 ™) = 768

M=10.000€ 6(4)=0,1726

ESERCIZIO 1.8

Siconsideriun’intensitaistantanea d’interesse §(¢) = 0,05 — 0,01 £. Deducine il fattore di
capitalizzazione f(t).

SVOLGIMENTO
t
f(t) _ ef0(0.05—0.018) ds _ e [0.05s—0.005s2 ]} _ 60.05t—0.005t2

f(t) = e” (0,05t - 0,005t2)

] u agm .
a Scindibilita —
Unalegge finanziaria a unavariabile sidice scindibile se spezzare I'operazione in due tratticonsecutivi
e poiricomporlidalo stessorisultato del tratto unico.

DEFINIZIONE
Scindibilita (una variabile)
Unalegge é scindibile se f(t + 7) = f(¢) - f(7) perognit,7 > 0.
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Questa proprieta caratterizza l'interesse composto: sololalegge esponenziale f(t) = (1 + i)’ la
soddisfa. L’interesse semplice e lo sconto commerciale non sono scindibili.

B Leggi finanziarie in due variabili —

Unalegge in due variabili F'(z, y) capitalizza dalla dataz alla data y. Valgono le condizioni:

CONDIZIONI

F(:B,y) ) q)(way) =1, F(:U,:U) =1, <b(a’ail:) =1, F(:B,y) >0, @(:l:,y) >0

L'intensitaistantanead’interesse sicalcola derivandorispetto alla seconda variabile:

INTENSITA (DUE VARIABILI)

Fy(z,y) 8

z,y) = ——— = —InF(z, — F(z, _ ol2 o) at
F(z,y) 0Oy (@) (2,9)

Sia F'(z, y) unalegge di capitalizzazione derivabile con continuitarispettoay. Allora F' &
scindibile se e solo se la suaintensitaistantanea é(z, ) nondipende da z, cioé §(z, y) = 4(y).

DEFINIZIONE
Teorema della scindibilita del prodotto
Unalegge F'(z, y) & scindibile se e solo se esiste una funzione f tale che F(z,y) = ;Ey;

il fattore montante € scindibile, lo € anche il fattore disconto coniugato.

DEFINIZIONE
Teorema di Cantelli
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ESERCIZIO 3.1

z .Calcolail
Y

50 —
Siconsiderilalegge in due variabilicon fattore montante F'(z, y) = 50

montante diun capitale di3.000 € impiegato dalla data 2 alladata 7; determina poid(z, y) e
stabiliscise lalegge & scindibile.

SVOLGIMENTO

50 — 2 48
M : = : == N = - — = 0
ontante: M = 3000 - F'(2,7) = 3000 507 3000 13 3348,84€
Intensita istantanea: §(z,v) = %111( zg : Z) _ 501_ -~

Poiché d dipende solo da g, per il teorema di Cantellila legge € scindibile (infatti

F(z,y) = % con f(t) = 50 — ).

M=3.348,84€ 6(x,y)=1/(50-y) scindibile

a Rendite arata costante —

Investimenti e finanziamenti sono caratterizzati dallo scambio diuna somma conunarendita, cioé una
sequenzadirate R.Unarendita € posticipatase larata scade alla fine del periodo, anticipata se
all’inizio; temporanease le rate sonoin numero finito, perpetua se infinito. Consideriamorate costanti
atassocompostoannuos.

RENDITA TEMPORANEA ANNUA

Valore attuale e montante

llvalore attuale A & calcolatounanno prima della scadenzadellaprimarata (int = 0);ilmontante M in
corrispondenzadell'ultimarata(inT' = n).

POSTICIPATA
1-(1+4)™™ 1+4)"—1
4-pgi=t9 m—pgldtd
i i
ANTICIPATA
1—(142)™ 14+¢)"—1
A=R(1+1) ( , ) M=R(1+i)( )
RENDITE PERPETUE ANNUE
PERPETUE
R 1+4
posticipata: A= — anticipata: A =R + !
i i
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RENDITE FRAZIONARIE
mratel’anno

Conmrate I'anno diperiodicita 1 /m, sunanniilnumero totale dirate € N = m x n.Siriusanole
formule viste, sostituendo all'unita temporale il tasso periodale equivalente i, = (1 +4)Y/™ — 1:

FRAZIONARIA POSTICIPATA
1 1 | o ey 14 1 '\ 1
( - i) M=R ( Z)

tm tm

A=R

ESERCIZIO 4.1

Unabanca prestaunasomma auncliente, che siimpegna aripagarla conrate annuali
posticipate di10.000€ per12 anni. Contasso compostoi = 8,5%, calcolalasomma finanziata
A

SVOLGIMENTO

Sitrattadiun’attualizzazione dirate posticipate annue:

1-(14+49)™ 1-— (1.085)‘12
1 0.085

A=R = 10,000 - = 73,446,86

A=73.446,86€

ESERCIZIO 4.2

Unafamigliaversa 6.000 € all’inizio diognianno per 18 anniper il proprio figlio, al tasso
composto del 6%. Calcolailmontante finale al 18° anno e quale dovrebbe essere larataper
ottenere 250.000 €.

SVOLGIMENTO
Costituzione dicapitale conrate anticipate:

1+2)" -1 1.06)% —1
M=R(1+1) % = 6000 (1.06) % = 196,559,95
Sel'obiettivo fosse 250.000 €, invertendo laformula: R = 250,000 = 7631,26.
(1.06) (1.06)18—1
: 0.06

M=196.559,95€ R(250k)=7.631,26€

a Flussidicassa: DCF, VAN e tassointerno —

Chiamiamo flussi di cassala sequenza dientrate e uscite ap, @1, . . . , a, alle scadenze o, t1, ..., 1y
che caratterizzano un’operazione finanziaria. Fissata una coppia difattori f e ¢ coniugati,
valutiamo’operazione:
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VALOREINT

V() =) a. flt—ts) + ) a.o(ts — t)

ts<t t;>t

Int = 0otteniamoilvalore attuale V(0) = A = > a; ¢(t5);int = Tilmontante
V(T)=M=> a; f(T —t,).
DCF, TASSO INTERNO E VAN

I Discounted CashFlow in funzione deltassox é G(z) = Y, a, (1 + ) *.llsuograficohaun
asintotoverticaleinz = —1 e unasintoto orizzontale y = ay.

DEFINIZIONE
Tassointerno

Ognisoluzione z* > —1del'equazione G(z) =Y, a, (1 + z) * =0 &dettatassointerno
dell’'operazione. E sempre un tasso composto annuo. Negliinvestimentie il TIR(Tasso Interno
diRendimento, o IRR): iIITAEG diun finanziamento & un tassointerno.

llValore Attuale Netto (VAN, oNPV) aundatotassoié VAN(i) = G(z)| _,.

ESERCIZIO 5.1
Un’impresa dispone ditre creditidiammontare C; = 1000, Cy = 2000, C3 = 3000 con
scadenze al,2e 3 mesi. Unabanca e disposta ad acquistarlial valore scontato a sconto
commerciale annuod = 9%. Calcolailvalore attuale e verifica se il costo delfinanziamento
superail12% annuo composto.

SVOLGIMENTO
Valore attuale (sconto commerciale), tempoin anni:

A =1000(1 — 0.09-%) + 2000(1 — 0.092) + 3000(1 — 0.09-%) = 5895
Dal punto divista dellabancaiflussisonoay = —5895 e poi 41000, +2000, +3000. I DCF &:
1000 n 2000 n 3000
(1+z)Y/12 ° (1+2)%12  (1+)3/12
Valutandoinz = 0,12: G(0.12) = —25,63 < 0.Poiché G & decrescente, iltassointerno
(dove G = 0) éminoredel12%.

G(z) = —5895 +

A=5.895€ G(0,12)=-25,63<0=TIR<12%
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ESERCIZIO 5.2

Un’impresahainportafoglio due cambialiche scadonofra 3 e 6 mesi, ciascunadi2.000€. Le
cede aunabanca che riconosce unvalore attuale a sconto commerciale contasso annuo

d = 8%. Calcola A, scriviil DCF dal punto divista dellabanca e determinailtassointerno.

SVOLGIMENTO
A =2000(1 — 0.082) +2000(1 — 0.08-%) = 3880
2000 2000
G(z) = —3880 + + —0
Ponendot = (14 )4 (cosi (1 + z)/2 = t?)siottiene —3880 + 20t00 + 2230

3880¢% — 20004 —2000 =0 = t=1,020549 = z*=1¢*—1=8476%

= (), cioe

A=3.880€ TIRx*=8,476%

u Ammortamenti —

Consideriamo un prestito diunasomma S darimborsare in T'anni. Oltre alla restituzione del capitale
dobbiamo aggiungere gliinteressi. La restituzione pud avvenire in tre modi: (a) in un’unica soluzione sia
del capitale sia degliinteressi; (b)inun’unica soluzione del capitale e graduale degliinteressi; (c)
graduale sia degliinteressisia del capitale — € ilvero e proprioammortamento.

STRUTTURA DELLA RATA

Ognirata R € somma diuna quotacapitale C}, e diuna quotainteressi [:

RATA

Ry =Cr+1I;

Ildebitoresiduo D;, dopola k-esimarata, le quote interessie (nelcasodirate annue)le loroforme
semplificate sono:

DEBITO RESIDUO E QUOTE INTERESSI

k n
Dp=S8— ;Cs = ;IRS (144i)%°  Dy=Dyp_1(1+3%)— Ry

rate annue

I, = D4 [(1 = i)tk_tk_l = 1] ——— Iy =Dj_1-1

AMMORTAMENTO UNIFORME (ITALIANO)
Quote capitale costanti

E caratterizzato da quote capitale costanti Cj, = C'. Dalla condizione di chiusura EZ:l Cr=S
siottiene:
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ITALIANO

K k41
c=2 p=s™*  n_ip, R=24igth kL
n n n n

Le quoteinteressicalanoneltempo (il debito residuo diminuisce inmodo costante), quindile rate
sonodecrescenti.

ESERCIZIO 6.1
Unprestito S = 10,000 € vaammortizzatoinn = 5annialtasso annuo composto? = 8% coniil
metodoitaliano. Costruisciil piano diammortamento.

SVOLGIMENTO
10,000

Quota capitale costante: C = = 2000 €. Le quoteinteressisicalcolanosu Dy 1:

PIANO DI AMMORTAMENTO — METODO ITALIANO

k Dk-1 Iy Ck Ry Dy
1 10.000,00 800,00 2.000,00 2.800,00 8.000,00
2 8.000,00 640,00 2.000,00 2.640,00 6.000,00
3 6.000,00 480,00 2.000,00 2.480,00 4.000,00
4 4.000,00 320,00 2.000,00 2.320,00 2.000,00
5 2.000,00 160,00 2.000,00 2.160,00 0,00
z - 2.400,00 10.000,00 12.400,00 =

llpiano chiude correttamente: Dgs = 0, capitaletotale= S, interessitotali= 2.400 €.

AMMORTAMENTO PROGRESSIVO (FRANCESE)
Rata costante

E ilmetodo pil diffuso: larataé costante, R;, = R.Imponendo cheilvalore attuale delle nrate

y . . . . 1—(144)™" .
eguagliil prestito (rendita posticipata) siottiene S = R ————————, dacui:
7
FRANCESE
R 5 5 o el U k) IR Ci—R—1I
= = =] =3 _ = —_
1_(1+i)_n an'li’ k 'i ) k k 1 k k

Poiché ildebitoresiduo cala pitlentamente, le quote interessidiminuiscono e le quote capitale
cresconoinprogressione geometricadiragione (1 +4): Cx = C; (1 +i)*1conCy = R — Sii.
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ESERCIZIO 6.2
Stesso prestito dell'esercizio 6.1(S = 10,000 €, n = 5,72 = 8%), maconilmetodo francese.
Calcolalarata e costruisciil piano.

SVOLGIMENTO

a 51008 = % =3.992710 = R= % = 2504,56 €
PIANO DI AMMORTAMENTO — METODO FRANCESE
K Dy-1 I, Cx Ry Dy
1 10.000,00 800,00 1.704,56 2.504,56 8.295, 44
2 8.295, 44 663,63 1.840,93 2.504,56 6.454,51
3 6.454,51 516,36 1.988,20 2.504,56 4.466,30
4 4.466,30 357,30 2.147,26 2.504,56 2.319,04
5 2.319,04 185,52 2.319,04 2.504,56 0,00
z = 2.522,82 10.000,00 12.522,82 =

Le quote capitale crescono diragione 1,08: C; = 1704,56e C1 (1.08)* = 2319,04 = Cs.
AnchequiDs = 0.

CONFRONTO TRA | DUE METODI
Aparitadi S, nez1,l'italianoharate decrescentie interessitotaliminori(2.400 € contro 2.522,82 €),
perché abbatte il capitale pitinfretta;incompensole prime rate sono piu pesanti. [l francese harate
costanti, piu comode da pianificare, ma costa qualcosain pitininteressi complessivi.
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