ANALISI MATEMATICA - SVILUPPI
)
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Sviluppi di Taylor e Maclaurin s
INFOMAAT

. . . . . . . CENTRO RIPETIZIONI
Lo sviluppo diTaylor approssima una funzione, inunintorno diun SINCE 2011

punto, conun polinomio. Quitrovilaformula conilresto, le regole del
simbolo o, la tabella degli sviluppinotevoli e il modo diusarli nei limiti.

1 Sviluppo diTaylor

Lo sviluppo diTaylor diuna funzione inunintorno di g permette diesprimere la funzione come un
polinomio. Se lo arrestiamo al grado n dobbiamo aggiungere unresto, che rappresenta cid che abbiamo
trascurato. Proseguendo all'infinito si ottiene la serie di Taylor, che perd converge soloin certiintervalli.

FORMULA 1 - TAYLOR CON IL RESTO DI PEANO

f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — o) + @

per & — g, con f derivabile n volte in z. Il polinomio & unico: se f(x) = P(x) + o((z — ¢)™) con P digrado < n,

(:1:—:00)2+' ol

(x —xo)" + o((w — :1:0)")
allora P &il polinomio diTaylor.

Il termine o((z — 2)™) sichiama resto di Peano e silegge «o piccolodi (z — z¢)"». E uninfinitesimo di
ordine superiore a (z — xo)™, cioé

lim o((ac — :co)")

T—T (w — mo)n

FORMULA 2 - RESTO DI LAGRANGE

o (R)(g (n+1)
o) =3 L o -t + TS @ = e

con £ compreso tra zg e x, se f & derivabile n + 1 volte nell'intervallo tra g e . Da una stima dell'errore, non solo
I'ordine di grandezza.

1.1 Regoledicalcolo conil simbolo o

Perx — 0 e k, h > 0 valgono le seguentiregole (le uguaglianze vanno lette da sinistra a destra):

o(z*) & o(z*) = o(z*) o(z*) - o(zh) = o(x**h)
o(z*) + o(z") = o(zmintkh}) z - o(z%) = o(z* ")
c - o(z*) = o(z*) per c costante o(z%) = o(z")se h < k
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” ERRORE COMUNE

o(z*) non & un numero
ofe?) — ofa?) = 0
ofa?) — ofa?) = ofa?)

Il simbolo indica una classe di funzioni: due o(x2) non si annullano tra loro, ma restano un o(z?).

2 Sviluppo diMaclaurin

Se z¢ = 0 lo sviluppo diTaylor si chiama sviluppo diMaclaurin. Per sviluppare in un punto xy # 0 sipone

t=x — xgecisiriconduceat — 0.

FORMULA 3 - MACLAURIN

f(z) = f(0) + f(0) = +

1/
0
£10) o 10
2 n!

Nelle tabelle seguenti z — 0. L'ultima colonnaindica dove converge la serie infinita.

- Potenze, esponenziali e logaritmi

SVILUPPO DI MACLAURIN

M) ,

+ o(z")

CONVERGE PER

ala—1 a
(1+x)a:1+ax+¥m2+---+<n>:1:”+o(:1:”)

2
;_ 2 3 n n
T = =l4+z+z"+z°+---+2"+o(z")
! =1l-z4+z>—2*+. -+ (=1)"z" + o(z")
1+z
2 3 "
e =14+z+—+—+-- +F+0(w”)

2 6 !
m4a)=z- S+ % o () o)
n )=2— —+ — — -+ (= — +o(z

2 3 n

x? x3 z"
n(l —2) = —p — — 2 _..._ hadll n
n(l—z) T = 3 - + o(z")

ala—1)(a—2)---(a—n+1)

. . ! : [
Il coefficiente binomiale generalizzato e ( ) =
n

SVILUPPO DI MACLAURIN

. Casiparticolari:

|z] < 1(sea ¢ N)

lz| <1

lz| <1

perogni x

perognixz,a >0

-1<z<1

—-1<z<1

CONVERGE PER

T x? x3 5xt
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SVILUPPO DI MACLAURIN

CONVERGE PER

\/1+—a::1_% T_1_6+0(m3) |z| < 1
- Funzioni trigonometriche

SVILUPPO DI MACLAURIN CONVERGE PER
cosz =1-— %2 + Z—? — o4 (=1)" é:;' + o(z*™) perogni z
tanz = = + %w:‘ + 125 z° + 31175 z’ + 2225 z? + o(z'%) lz| < Z
cotmz;—%—j—;—%5+o(a¢6) 0<|z|<m
secw:1+%2+25—4w4+%:1:6+0(:v7) lz| <
cscm:%+%+%m3+%m5+o(mﬁ) 0<|z|<m

Nello sviluppo di cot x e di cscx compare % @ uno sviluppoin serie diLaurent, valido per z # 0.

- Funzioni trigonometriche inverse

SVILUPPO DI MACLAURIN

CONVERGE PER

3
. x 3 5 (2n)! 2n+1 2n+2
arcs1n:c—x+?+4—0w +“'+4"(n!)2(2n+1)$ + o(z*"*) lz| <1
3
T 4 3 5 (2n)! 2n+1 2n+2
= — — — — — —— — 000 — <1
AICCOST = o — & — —= — 7o (D2 2n 1 1) +o(z"") |z| <
3 5 2n+1
arctanw::c—%—F%—---—k(—l)";&_‘_l +o(:n2"+2) lz| <1
3 5 2n+1
7r 49 5 %

tr = — — = 4. (=1)" 2n+2 <1

arccotz = x+ 3 3 + (—1) o T 1 + o(z“"") |z|
- Funzioniiperboliche
SVILUPPO DI MACLAURIN CONVERGE PER
3 5 2n+1
SiIlh.’L’:.’I?—f—%-ﬁ-%—l—"'-i—h'i‘o(fc%ﬂ) perogni
2 $4 x2n
cosha =1+ -+ Zr +-- + 2! + o(z?"t1) perogni z
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SVILUPPO DI MACLAURIN CONVERGE PER

3 2 17 62
tanhz = = — 5 7 9 10 <z
anhz =z — —- —|——15a: T + 5335 * +o(z™) z| < 3

Come si usano gli sviluppi

METODO - FINO A CHE ORDINE SVILUPPARE

Nei limiti sviluppa numeratore e denominatore fino all'ordine in cui compare il primo termine che non si
annulla. Con un'approssimazione troppo cortaresta un o(-) che non permette di concludere; conuna

troppo lunga fai solo calcoliinutili. Peri quozienti conviene arrivare almeno al grado del denominatore.

termini di grado pari siannullano, quindi:

. B 1 1 x> x
sma:—0~|—1-:c+0—§:c +0—|—§az — oo = 3l ]

3
. sinz —=z
EesemMpiol lim ———
z—0 x3
3 3
sinzg—z *— % +o(@*)—z - +o(z?) 1 o(z?) 1
3 - 3 - 3 = Ta T3 )
x x x 6 x 6
Consinz = x 4 o(z) non si poteva concludere: il numeratore sarebbe rimasto o(z).
£U2
. cosz—1+ 5
ESEMPIO 2 lim
z—0 ;[:4
1 B L) 1T 2 gt 1
2 24 2 _ A .=
rd x4 24
. In(l1+4+2z)—sinz
ESEMPIO 3 lim
z—0 ,’132
T 2 2 2
(2-F +06?) (@ +0la?)  _2 4 o) 1
= > — —
2 2 2
Per sin z basta z + o(z?), perché il terminein z2 & nullo.
eseMpio 4 Sviluppo di sin z con la formula 3
Le derivatein 0 siripetono conperiodo 4:sin0) =0, cos0 =1, —sin0 =0, —cos0=—1, ...|
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