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A , . CENTRO RIPETIZIONI
Rolle, Lagrange, Cauchy e de L'Hbpital: per ogniteorema trovi SINCE 2011

I'enunciato, il significato geometrico e la dimostrazione. | teoremi si
appoggiano uno sull'altro: Rolle porta a Lagrange, Lagrange a
Cauchy e Cauchy ade L'Hopital.

0 Due strumentidipartenza

TEOREMA DI WEIERSTRASS
Se f e continuain [a; b], allora f hain [a; b] un massimo M e un minimo m: esistono z s, T, € [a; b)
taliche m = f(zn,) < f(z) < f(zp) = M perogniz € [a;b].

TEOREMA DI FERMAT

Se c éunpuntointerno all'intervallo, f & derivabilein ¢ e ¢ € un punto di massimo o di minimo (anche
sololocale), allora f'(¢) = 0.Inunmassimo o inun minimo interno la tangente € orizzontale.

DIMOSTRAZIONE

Sia ¢ un punto dimassimo (per il minimo il ragionamento e identico): f(z) < f(c) vicinoa c. llrapporto

fle+h) — f(c)

incrementale 3 hailnumeratore < 0.Per h > 0 ilrapporto & < 0, quindipassando al

limite f'(c) < 0.Per h < Oilrapportoé > 0, quindi f'(c) > 0.Dato che f & derivabile, i due limiti
coincidono: f'(¢) = 0.

1 TeoremadiRolle

TEOREMA 1. ROLLE

IPOTESI

1) f(z) écontinuain [a; b];

2) f(z) ederivabilein (a;b);

3) fassume valoriugualinegliestremi, cioe f(a) = f(b).
TESI

de € (a;b) : f'(c)=0
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SIGNIFICATO GEOMETRICO

Seil grafico diuna funzione continua e senza spigoli
parte e arriva alla stessa quota, c'€ almeno un punto
in cuila tangente & orizzontale: cioe parallela alla et S . X
rettaper A(a; f(a)) e B(b; f(b)),chequiée

orizzontale. Il punto ¢ non € per forza al centro

xV

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

. . : / b
dell'intervallo e non € per forza unico. a c

In Clatangente é parallela ad AB.

DIMOSTRAZIONE
Poiché f & continuain [a; b], peril teorema di Weierstrass ha un massimo M e un minimo m.
Distinguiamo due casi.

Se M = m,lafunzione & costantee f'(z) = 0 perogni z € (a;b): ognipunto dell'intervallo va bene.

Se M > m, M e m nonpossono essere assunti entrambi solo negli estremi: siccome f(a) = f(b), negli
estremi f haunsolo valore, che non puo essere sia M sia m. Quindi almeno uno dei due € assuntoinun
punto cinterno ad (a; b). In c la funzione e derivabile e ha un massimo o un minimo, percio peril teorema
diFermat f'(c) = 0.

Leipotesiservono. f(z) = |z| in [-1;1] €continuae f(—1) = f(1), manon & derivabile in 0:la sua derivata vale 1 e nonsi
annulla mai.

2 Teoremadilagrange

TEOREMA 2 - LAGRANGE
IPOTESI

1) f(z) écontinuain [a; b];
2) f(z) ederivabilein (a;b).

3c e (a;h) : f(bl)):ﬁ(“) = f'(c)
VA

SIGNIFICATO GEOMETRICO

f®) — f(a) .. .
—b—a eilcoefficiente angolare tangentein C

dellasecante per A e B; f'(c) € quellodella
tangentein C. llteoremadice che sul graficoc'e
almeno un puntoin cuilatangente € parallela alla
secante. Con lavelocita: la velocita media suun
intervallo € uguale alla velocitaistantaneain almeno
unistante.

B

llrapporto

secante AB

b

<V

1
1
1
1
1 1
1 1
1 1
a C

Latangentein C e parallela alla secante AB.
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DIMOSTRAZIONE
(b) — f(a)

Consideriamola funzione ¢(z) = f(z) — f(a) — f —

per A e B (ladistanza verticale trail grafico e la secante).

(z — a),cioéladifferenzatra f elaretta

@ écontinuain [a; b] e derivabile in (a; b), perché lo sono f eunaretta. Inoltre p(a) =0 e

@(b) = f(b) — f(a) — (f(b) — f(a)) = 0.PerilteoremadiRolle esiste ¢ € (a;b) con ¢'(c) = 0. Poiché
N g f(6) — . oy f(b) — f(a)

o'(z) = f'(z) — - , otteniamo f'(c) = — .

Rolle & un caso particolare: se f(a) = f(b) lasecante € orizzontale e la tesidiventa f'(¢) = 0. Leipotesiservono: f(z) = |z
in [—1; 2] ha secante di coefficiente angolare %,ma f'(z) = £1 ovunque esista.

2.1 Conseguenze del teoremadilLagrange
Criterio di derivabilita

TEOREMA 3 - CRITERIO DI DERIVABILITA
IPOTESI
1) f(z) & continuain [a; b] e derivabilein (a; b), a eccezione al pili del punto zy € (a;b);
2) lim f'(z) = lim f'(z) =1, con!finito.
0 z%wa'

ﬂ‘)zo
TESI
f & derivabileinzy e f'(z¢) =1

SIGNIFICATO GEOMETRICO

Sele pendenze delle tangenti, yA
avvicinandosia zy dasinistra e da
destra, tendono allo stesso valore
l,ilgrafico non ha spigoliin z¢: ha
una tangente di coefficiente
angolare l. Seidue limitisono
diversic'é un punto angoloso. Sei
limiti sono infiniti la tangente &
verticale e f non & derivabilein zg.

xV

X0

limitiuguali: derivabile limiti diversi: punto angoloso

DIMOSTRAZIONE

Dadestra. Per z € (z¢;b) lafunzione & continuain [z¢; 2| e derivabilein (x¢; z). Perilteorema di

f(z) — f(zo)
r — X

perché zy < &, < z:quindiilrapportoincrementale tende al, cioe f/ (z¢) = L.

Lagrange esiste £, € (x; x) taleche = f'(¢;). Quando z — zJ anche &, — z,

Dasinistra. Lo stessoragionamento su [z; zg|, conz < zg,da f’ (z¢) = 1.

Le derivate destra e sinistra sono uguali, quindi f &€ derivabilein zg e f'(zo) = I.
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Funzioni crescenti e decrescenti

TEOREMA 4 - SEGNO DELLA DERIVATA
IPOTESI
1) f(z) écontinuainunintervallo I e derivabile neipuntiinternidi I.

o f'(z) > 0 Vz interno = f & crescente in [
f'(z) < 0 Vz interno = f & decrescente in I
f'(z) =0 Vz interno = f & costante in I
INVERSO

Se f écrescentein I allora f'(z) > 0 perogni x interno; se & decrescente allora f'(z) < 0.

YA
SIGNIFICATO GEOMETRICO
La derivata € il coefficiente angolare della tangente:
dove € positiva la tangente sale e il grafico sale, dove
€ negativa scende, dove € nullalatangente &
orizzontale. Nell'inverso compare > 0 e non > 0:
f(z) = x*® &crescentema f/(0) = 0.

<V

DIMOSTRAZIONE
Diretto. Siano z; < z» in I. Perilteorema dilLagrange in [z1; 3] esiste ¢ € (z1; z2) tale che
f(za) — f(z1) = f'(¢) (x2 — x1) ,conzy —x1 > 0.Se f'(c) > 0 allora f(xz2) > f(z1) (crescente); se
f'(c) < 0allora f(z2) < f(z1) (decrescente);se f'(c) = 0 allora f(z2) = f(x1) (costante).

Inverso. Sia f crescente e z interno. Perogni h # 0 inumeri f(xq + h) — f(xo) e h hannolo stesso
f(zo + h) — f(z0)
h
f'(zo) > 0.Perle funzioni decrescentiilrapportoe < 0.

segno, quindi > 0.Passando al limite per h — 0, perla permanenza del segno

Conseguenza: due funzioni con la stessa derivata in unintervallo differiscono peruna costante, perché h = f —ghah' =0e
quindi & costante. E il motivo per cui le primitive di una funzione sono tutte del tipo F(z) +c.

5 TeoremadiCauchy

TEOREMA 5 - CAUCHY

IPOTESI

1) f(z) e g(z) sono continuein [a; b];
2) f(z) e g(x) sonoderivabiliin (a;b);
3) ¢'(z) # 0 perogniz € (a;b).

TESI

dc € (a;b) : =
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SIGNIFICATO GEOMETRICO

Immaginail punto P(t) = (g(t); f(t)) che percorre
unacurvaalvariare dit € [a;b]. llrapporto a sinistra &

il coefficiente angolare della corda AB; il rapporto B
!
t
f’((t)) e quello dellatangente alla curva. Il teorema A
g

dice che c'@ unpunto C della curvain cuilatangente
€ parallela allacorda AB: é Lagrange per curve date
in forma parametrica.

QV

Latangentein C e parallela alla corda AB.

DIMOSTRAZIONE

Prima osserviamo che g(b) # g(a): se fosse g(a) = g(b), perRolle esisterebbe ¢ € (a;b) con ¢'(£) = 0,
control'ipotesi 3. Consideriamo allora la funzione

h(z) = f(z) (9(b) — g(a)) — g(z) (£(b) — f(a))

h & continuain [a; b] e derivabilein (a;b). Calcolando, h(a) = f(a)g(b) — g(a)f(b) = h(b).Peril
teorema diRolle esiste ¢ € (a;b) con h'(c) = 0:

f'(c) (9(b) — g(a)) = g'(c) (£(b) — f(a))

Dividendo per ¢'(c) # 0 e per g(b) — g(a) # 0 siottiene la tesi.

Lagrange é un caso particolare: con g(z) = z siha g(b) —g(a) =b—aeg'(c)=1.
4 TeoremadideL'Hopital

TEOREMA 6 - DE L'HOPITAL
IPOTESI

1) f(x) e g(z) sono derivabiliinunintorno di z (escluso al pili ), con ¢'(x) # 0 intaleintorno;
2) perz — zo siha f(z) — 0 e g(z) — 0,0ppure |f(z)| — +oo e |g(z)| — +oo (forme I e 2);

0
!
3) esiste lim G

= L, finito o infinito.
T—x g’(w

TESI

lim f(2) = lim (@)
zow g(z) @0 g'(x)

Vale per z finito oppure &y = F00, € anche perisolilimiti destro o sinistro.

=L
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SIGNIFICATO GEOMETRICO

Consideralacurva (g(z); f(z)): per z — zo passa secante OP

(& f(x) p===========~
perl'origine O. llrapporto ﬂ eil coefficiente
ag\x

!

angolare dellasecante OP;ilrapporto —- e quello
g

]
]
]
]
]
! tangentein O
:

1

dellatangentein O.Quando P tende a O la secante
tende alla tangente. Con altre parole, vicino a xq si

ha f(z) = f'(z0)(z — @0) € g(z) = g'(z0)(z — z0).

a(x) 5

O

La secante OP tende alla tangente in O.

DIMOSTRAZIONE

Caso ¢ con z finito. Trattiamo il limite destro, il sinistro & identico. Poniamo f(zo) = g(zo) = 0 (non
cambiailimiti): cosi f e g sono continue in [zg; z]. Peril teorema di Cauchyin [z¢; z] esiste £ € (zo; x)
con

f@) _ f@) -~ fzo) _ £
gz)  g(z) —g(zo)  g'(¢)
(g9(z) # 0 perché g(z) = ¢'(n)(x — zy) con ¢g'(n) # 0.)Fissato e > 0, per s abbastanzavicino a z, siha

’;,I((j:)) - L‘ < eg;poiché zy < £ < z,lostesso vale per £ e quindi % — L‘ < ¢.Dunque % — L.

Caso ¢ con ) = +oo.Poniamot = 1, F(t) = f(1), G(t) = g(+),cont — 0% .Siha
F'ity  —f(/E ()
G't) g3/ g(3)
Caso = (limite destroin xzq, L finito). Fissato € > 0 scegliamo y > xz vicino a g inmodo che

£l _ L‘ < epers € (zo;y).Perz € (z¢;y) ilteorema di Cauchyin [z; y] da & € (x;y) con

e - f) £

— L,esiapplicailcaso precedente.

®(z) := = ,quindi |®(z) — L| < €.Conunpo'dialgebra
9(z) —g(y) g
1— 9(y)
T
@) o) v@) con W)= — 2
g9(z) 1 - i
f(=)
Perz — z siha f(z), g(z) — oo, quindi % — 0, % — 0e ¥(x) — 1.Percid per z vicinoa z il
rapporto % e compreso travalorivicinia L — € e L + €; dato che € € arbitrario, 5 — L.Icasicon

L = =00, conlimite sinistro o con g = 4o sitrattanoin modo analogo(ocont = %).
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” ERRORE COMUNE

Usare de L'Hopital senza una formaindeterminata

1 1
lim 27 — lim + =
1 1
lim 22— =

Il limite non & 2

1

(0-00,00 — 0, 1%, ...)vanno prima trasformate in un quoziente.

ESEMPIO 1
0
oet—1—2x o
lim =
z—0 ;n2
ESEMPIO 2
. Inz
lim —
r—+o00 I

et —1 7

lim =

z—0 2x

= . jm

= lim — =
T—+00

xr

z—0

T né % : basta sostituire. Prima di derivare controlla sempre laforma. Le altre forme indeterminate

!
L'inversononvale. Con f(z) = z?sin L e g(z) =z inzy = 0siha % =gzsind - 0,ma £ = 2zsin 1 — cos 2 nonhalimite:

l'ipotesi 3 non e un dettaglio.

5 Schemariassuntivo

g

TEOREMA IPOTESI TESI GEOMETRIA
continuain |a; b], derivabile in )
Rolle ! la; 5] f'(e)=0 tangente orizzontale
(a;b), f(a) = £(b)
continuain |a; b], derivabile in b) — f(a
Lagrange f [ 2] 1) — (a) = f'(c) tangente parallela alla secante
(a;b) b—a
b) — f(a "(c tangente parallela alla corda
Cauchy f,g comesopra, ¢’ # 0in (a;b) 1) = f(a) = f,( ) 9 P ,
g(b) —g(a)  g'(c)  (curvaparametrica)
de 0 00 . . f' . . !
. forma § o 2=, esiste lim <~ lim =~ = lim ~— lasecante tende alla tangente
L'Hopital g g
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