FORMULARIO - UNIVERSITA

Funzione diripartizione e densita di probabilita

® SEZIONE 1

Densita di probabilita

DEFINIZIONE
Variabile aleatoria continua

Una variabile aleatoria X & continua quando pud assumere tuttiivaloridiunintervallodiR. La sua
distribuzione & descritta da una funzione densita di probabilita f(x): le probabilita sileggono
come aree sottoil grafico di f, non come valoridi f.

PROPRIETA - DENSITA

400
f@)>0 VzecR / f(z)do =1

o0

f(x)=0 ladensita non&mainegativa [ f =1 areatotale unitaria (normalizzazione)

PROBABILITA SU UN INTERVALLO
b
Pla< X <b) =/ f(z) da
a
c
Perunav.a.continua P(X =¢) = / f(z) dz = 0:isingoli puntihanno probabilita nulla, quindi
Pla<X<b)=Pla<X<b)

® SEZIONE 2
Funzione diripartizione

DEFINIZIONE - CDF

F(z) = P(X < z) = /_ oo £(t) dt

F(x) probabilitacumulatafinoax  f(t) densitaintegranda
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LEGAME DENSITA o RIPARTIZIONE

Dove F & derivabile, la densita & la sua derivata. E lo strumento perpassare da F'a f (e viceversa per
integrazione).

PROPRIETA - CDF

0<F(z)<1 F non decrescente e continua lim F(z) =0, lim F(z)=1
T—>—00 T—+00

PROBABILITA DALLA CDF

P(a < X < b) = F(b) — F(a) P(X >a) =1— F(a)

Utilissime quando F & gia nota: la probabilita diunintervallo € una semplice differenza, senza
ricalcolare integrali.

® SEZIONE 3

Indici sintetici

VALORE ATTESO (MEDIA)

+00 +o00

b= B(X) = / z f(z) de B(g(X)) = / o(@) f(z) de

—00 —0o0

N

—00
E(X?)sicalcolacong(z) = x2;laformula E(X?2) — u? & quasi sempre pili rapida della definizione

con (z — p)?.

TRASFORMAZIONI LINEARI

E(aX+b) =aE(X)+b Var(aX + b) = a® Var(X)

MEDIANA E QUANTILI

F(m) = § (mediana) F(zp) = p (quantile di ordine p)

Lamedianam divide I'areain due meta uguali; il percentile p-esimo & il valore &, tale che Fi(z,) = p.

[ o? = Var(X) = B(X?) — [B(X)]* = / Tof(n)dr—p?  o=+o?
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0 ERRORE COMUNE

La densita non & una probabilita

f(z) & una probabilita e f(z) <1
f(z) > 0, ma pus essere f(z) > 1; P = area

Perunav.a. continuala probabilita & I'area sotto f, nonl'altezza. f puo superare 1(basta che l'area
totale sial) einunsingolo punto P(X = ¢) = 0.

® ESERCIZI SVOLTI
Cinque esercizi con soluzione

ESERCIZIO 1 * % %
Dalla densita alla funzione diripartizione

s _J2z 0<Lz<1 ,
Datala densita f(z) = {0 altrove  lrovare F(z) elamediana.

SVOLGIMENTO

Siintegra atratti F(z) = / f(¢t)dt.

z
Per0 < z < 1;/ 2tdt = [t?]; = 2*.

0
0 zz<0
Flz)=<z? 0<z<1
1 zz>1
Mediana: F'( )=%:>m2=%:>m:§.
Risultato — F(z) = 2su[0,1];m = g ~ 0,707.
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ESERCIZIO 2
Media e probabilita di una densita polinomiale

3 3
Data f(x) = Emz — chs sull\'intervallo [0, 2], calcolare il valor medio i, P(X = $) e

PO<X<1)

SVOLGIMENTO
Media:

2 2
,u:/ w(%w2—%w3)dw:/ %w3—%w4dw:[
0 0

Probabilita puntuale (v.a. continua):
. 4/3
P(X=3%)= s f(z)dz =0

Probabilita suintervallo:

ESERCIZIO 3
Costante di normalizzazione e probabilita

Determinare kaffinché f(z) = kz su [0, 3] (nulla altrove) sia una densita; ricavare F(z) e
PA<X<2)

SVOLGIMENTO

Imposto la normalizzazione:

/Oskwdwzk[%

Ripartizioneper0 <z < 3:

o
w
|
N[
a3
|
ok
a3
|
©|o

Probabilita come differenza di F":

PA<X<2)=F@Q)-F1)=4-1=-3_1

Risultato —k = —; F(z) = 2 su 0,3, P(1<X<2)=

©| o
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ESERCIZIO 4 * K
Dallaripartizione alla densita

SiaF(x) =1—e ®perz > 0(e F(z) = Operz < 0).Trovare f(z), P(X > 1) elamedia.

SVOLGIMENTO
Densita per derivazione, f(z) = F\’(z):
d

f(zx) = %(1 —e%)=¢e" (z>0)

Codadestraconilcomplemento:
PX>1)=1-F1)=1-(1-e N =¢e!

Media (integrazione per parti):

+00 e
,u=/ we_‘”dw=[—w6_"’];°°+/ e fde=0+1=
0 0

Risultato — f(z) = e ™%, P(X > 1) = 7! x 0,368, u = 1.

ESERCIZIO 5 * *k ¥¢

Media, varianza e deviazione standard

T

Data f(z) = 3 su [0, 2], calcolare media, varianza e deviazione standard.

SVOLGIMENTO
Media:

Momento secondo:

E(X2):/2w2~%dw: [%"‘]2=2
0

Varianza e deviazione standard:

2
2 _ 2 2 __ 4\" _ 16 __ 2 _ /2 _ V2
o = E(X") —p" = —(3) =2-9 =3 o0=y§=%
4 2 2
Risultato —p = 5 ~1,33;02 = = ~ 02220 = % ~ 0,471,
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