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INDICE DELL'ESERCITAZIONE

Nove problemi, dal calcolo diretto all'inversione di
Bayes

Ogni problemariportala consegna riformulata initaliano e una soluzione completa. Nei problemi
diBayes la struttura del calcolo e resa esplicita con un albero delle probabilita.

1 Fattoridirischio cardiovascolare CONTINGENZA
2 Polmonite o emboliain pronto soccorso BAYES
3  Quale équipe hafatto la diagnosi? BAYES
4  Parita e aumento di pesoin gravidanza CONTINGENZA
5 Dacosadipendeil vomito? BAYES
6 Quanto e affidabile il test? BAYES
7  Valore predittivo di un test negativo BAYES
8 Qualevelenohaucciso lacavia? BAYES
9  Sensibilita, specificita e valori predittivi DA COMPLETARE
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ESERCIZIO 1 % ¢ %
Fattoridirischio cardiovascolare

Inuno studio su10 000 persone che hanno avuto uninfarto del miocardio si analizzano due
fattoridirischio: il fumo e l'ipertensione. Nel campione risultano 5 000 fumatorie 2 000
ipertesi; frai2 000 ipertesi, 1500 sono anche fumatori.

Calcola: a) la probabilita che una persona sia fumatrice; b) la probabilita che sia fumatrice
sapendo che € ipertesa; ¢) la probabilita che presenti entrambii fattori dirischio.

SOLUZIONE

| dati si organizzano in una tabella a doppia entrata. Conoscendoitotali e l'incrocio frafumo e
ipertensione, ricaviamo tutte le caselle per differenza.

Fuma (F) Non fuma (F¢) Totale
Iperteso (I) 1 500 500 2 000
Noniperteso (I<) 3 500 4 500 8 000
Totale 5 000 5 060 10 00O

Tabella dicontingenza:idatinoti (1500, 2 000, 5 000, 10 000) determinano tutte le altre caselle.

a) La probabilita diessere fumatori € la frequenza relativa dei fumatori sul totale:
5000 1
P(F)= ——=—==05
(F) 10000 2
b) Cilimitiamo ai soliipertesi (2 000) e contiamo quantifraloro fumano (1500):

P(FNI) 1500/10000 1500

P(F | I)= = = =0.75
(F11) P(I) 2000/10000 2000
c) La probabilita di avere entrambii fattori & la casella d'incrocio sul totale:
1500
P(FNI)=—— =0.1
(FNI) 10000 0-15
RISULTATO
a)P(F) 0.5
b) P(F|1) 0.75
c)P(Fnl) 0.15
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ESERCIZIO 2 % % ¥
Polmonite o embolia in pronto soccorso

Inun gruppo di 152 pazienti giunti al pronto soccorso con dolore toracico, 120 ricevono
diagnosi di polmonite (N) e 32 di embolia polmonare (E) — le due diagnosi coprono tuttii
152 pazienti. La dispnea (D) € presente in 92 pazienti con polmonite e in 20 con embolia.

Calcola: a) P(E); b) P(E|D); ) P(polmonite senza dispnea); d) la probabilita che due pazienti
abbiano entrambila polmonite; e) che, presi due pazienti, uno abbia la polmonite e I'altro
I'embolia; f) che due pazienti presentino entrambi polmonite senza dispnea.

SOLUZIONE
Dispnea (D) No dispnea (D<) Totale

Polmonite (N) 92 28 120

Embolia (E) 20 12 32

Totale 112 40 152
Tabella dicontingenza dei 152 pazienti.
a) Embolia su totale:

32
P(E) = 152 ~ 0.21

b) Vogliamo invertire il condizionamento: data la dispnea, quanto vale la probabilita di embolia. E
un problema di Bayes; |'albero rende esplicite le ramificazioni.
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Albero diagnosi = dispnea (punto b)

92/120 ___—e NnD

M
P(N)=120/ —_—

(E)=32152

N n De<

12/32

\ EnDC

PerBayes (oppure leggendo direttamente la colonna D della tabella: 20 dei 112 dispnoici hanno
embolia):

3 P(D | E)P(E) 20
P(E| D) = P(D| N)P(N)+ P(D| E)P(E) 112 ~0.179

c) Polmonite senza dispnea ¢ la casellaNnD<:

28

Peripuntid-f siconsiderano due pazienti estrattiin modo indipendente (popolazione ampia), usando le
probabilita marginali.

d) Entrambi con polmonite:

120 2
) ~0.62
(152) 0.623

e) Uno con polmonite e uno con embolia: i due ordini possibiliraddoppiano il prodotto.

120 32
S~ 0.332
152 152 0%

f) Entrambi con polmonite senza dispnea:

28 \ 2
(1—52> ~ 0.034
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RISULTATO

a) P(E) 0.21

b) P(E| D) 0.179
c) P(N n D<) 0.184
d) 0.623
e) 0.332
f) 0.034

ESERCIZIO 3 % % ¢

Quale équipe ha fatto la diagnosi?

Inun poliambulatorio operano tre équipe dimedicina dibase: A,Be C. L'équipe A segueiil
25% degliassistiti, laBil 50% e la Cilrestante 25%. La quota di pazienti diagnosticati gia
alla prima visita () &, rispettivamente, 75%, 85% e 77%.

Calcola: a) la probabilita che un paziente diagnosticato alla prima visita sia seguito
dall'équipe A; b) la probabilita che un paziente NON diagnosticato alla prima visita sia
seguito dall'équipe C.

SOLUZIONE

Conosciamo le probabilita a priori delle tre équipe e le condizionate dell'esito: € la struttura
tipica delteorema diBayes. L'albero mostraiseipercorsi; in arancione iramiche servono perle
due domande.
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Equipe - esito prima visita

0,25

\ AnIC

P(A)=0,25

P(B)=0,50
m

P(C)=0,25

0,23

——® Cnlc

a) PerBayes, la probabilita a posteriori che il paziente venga dall'équipe A:
P(I|A)P(A)
(I| A)P(A)+ P(I | B)P(B)+ P(I|C)P(C)
0.75-0.25 0.1875
~ 0.75-0.25+ 0.85-0.50 + 0.77-0.25 _ 0.805

P(4|D) =

~ 0.233

b) Lavoriamo sull'evento complementare I (non diagnosticato), con le probabilita dinon-
diagnosi0,25/0,15/0,23:

23-0.2 .
P(C | 1) — 0.23 - 0.25 ~0.0575

= = ~ 0.295
0.25-0.25 +0.15-0.50 + 0.23 - 0.25 0.195

RISULTATO
a)P(A[1) ~ 0.233
b) P(C | 1) ~ 0.295
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ESERCIZIO 4 % ¥ ¢

Parita e aumento di peso in gravidanza

Suun campione di 350 gestanti, 130 sono primipare (P) — quindi 220 sono multipare (M).
Frale primipare, 70 hanno superato I'aumento di peso raccomandato (sovrappeso, S); fra

le multipare, 90 hanno superato lo stesso limite.

Calcola: a) P(primipara e sovrappeso); b) P(multipara e sovrappeso); ¢) P(multipara | ha

superatoil peso); d) P(primipara | non ha superato il peso).

SOLUZIONE
Sovrappeso (S) No sovrappeso (S¢)
Primipara (P) 70 60
Multipara (M) 90 130
Totale 160 190

Tabella dicontingenza delle 350 gestanti.
a) Primipara e sovrappeso (casellaincrocio sul totale):

P(PNS) = % =0.2

b) Multipara e sovrappeso:

P(MNS) = 2 ~0.257

350
c) Cilimitiamo a chi e in sovrappeso (160) e contiamo le multipare (90):
90
P(M|S)=—— ~0.563
(M]8) = 755

d) Cilimitiamo a chiNON & in sovrappeso (190) e contiamo le primipare (60):

60

P(P|S¢) = Tog ~ 0316
RISULTATO
a)P(PnS) 0.2
b)P(Mn S) ~ 0.257
c)P(M]S) ~ 0.563
d)P(P|S°) ~ 0.316
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ESERCIZIO 5 % % ¢
Da cosadipendeil vomito?

Inunreparto di gastroenterologia il 70% deiricoverati ha una gastrite (G), il 20% un'ulcera
(U) eil 10% un tumore dello stomaco (C). Il vomito (V) € presente nel 30% delle gastriti, nel
60% delle ulcere e nel 0% dei tumori.

Un paziente arriva con vomito. Calcola: a) la probabilita che il vomito sia dovuto aun'ulcera;
b) la probabilita che sia dovuto a una gastrite.

SOLUZIONE

Tre cause possibilicon probabilita a priori note e la presenza di vomito come effetto: dinuovo
Bayes. Calcoliamo prima la probabilita totale di vomito (somma deirami che portano a V).

Patologia =» vomito

0,70

\ GnVc

P(G)=0,70

P(U)=0,20
K 0,40

P(C)=0,10

090 ___—e CnV
0,10

\ CnVC

P(V)=10.30-0.70 + 0.60 - 0.20 + 0.90 - 0.10 = 0.21 + 0.12 + 0.09 = 0.42

a) Probabilita che il vomito sia dovuto all'ulcera:
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0.60-0.20  0.12

PUIV)=—m =@

~ 0.286

b) Probabilita che sia dovuto alla gastrite:
0.30-0.70  0.21

PEIV)=—=5 =022 =%
RISULTATO
a)P(U| V) ~ 0.286
b) P(G | V) 0.5

ESERCIZIO 6 % % %
Quanto e affidabile il test?

Un test diagnostico ha sensibilita dell'80% e specificita del 92%; |la prevalenza della
malattia e del 20%.

Calcola: a) la probabilita che una personarisultata positiva non sia in realta malata; b) la
probabilita che una personarisultata negativa sia comunque malata.

SOLUZIONE

Sensibilita = P(+|malato) = 0,80; specificita = P(-|sano) = 0,92, da cui P(+|sano) = 0,08 e P(-|
malato) = 0,20. L'albero parte dallo stato reale (malato E / sano S) e si dirama nell'esito del test.

Statoreale — esito del test

0,80 __—e malato, +

M
P(E)=0,2

(S)=0,80

——® malato, -

0,08 __—® sano,+
0,92
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a) Sichiede P(sano | positivo), cioe il complemento del valore predittivo positivo. La probabilita
totale di positivo &:
P(+)=0.80-0.20 + 0.08 - 0.80 = 0.16 + 0.064 = 0.224

p(s|+) = PCEISPES) _ 0.08-080 _ 0.064
-7 P(1) 0224 0224

~ (0.286

b) Si chiede P(malato | negativo), complemento del valore predittivo negativo. La probabilita
totale dinegativoe1- 0,224 =0,776:

P(— | E)P(E)  0.20-0.20  0.04

PE|-) = P(-) 0776  0.776

~ 0.052

RISULTATO
a)P(sano| +) ~ 0.286
b) P(malato|-) =~ 0.052

ESERCIZIO 7 % % 7¢

Valore predittivo diun test negativo

Un test perun tumore ha un tasso di falsi positivi pari a 0,05 e di falsi negativi paria O,10.
Una paziente con probabilita pre-test di malattia paria 0,15 ottiene unrisultato negativo.

Calcolala probabilita che non sia malata.

SOLUZIONE

Dai tassi di errore: falso positivo P(+|sana) = 0,05 - specificita P(-|sana) = 0,95; falso negativo
P(-|malata) = 0,10 - sensibilita P(+|malata) = 0,90. La probabilita pre-test € la prevalenza
individuale: P(E) = O,15.
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Statoreale - esito del test

0,90 __—e malata, +

M
P(E)=0,] —_—

(S)=0,85

malata, -

0,05 __— sana,+
0,95

——® sana, -

Sichiede P(sana | negativo), cioe il valore predittivo negativo. Probabilita totale di esito
negativo:
P(—)=0.95-0.85+0.10-0.15 = 0.8075 + 0.015 = 0.8225

P(—|S)P(S) 0.95-0.85  0.8075
P(-) ~0.8225  0.8225

P(S|-)= ~ 0.982

RISULTATO

P(sana]| -) ~ 0.982

ESERCIZIO 8 % % 7%

Quale veleno hauccisola cavia?

Inunlaboratorio cisono 20 provette con tre veleni diversi: 5 contengonoilveleno A, 3ilBe
le restanti12il C. Iniettatia una cavia, i veleni sono letalinel 20% dei casi (A), nel 30% (B) e nel
60% (C). Le provette vengono mescolate pererrore: siiniettaun veleno a caso auna cavia,
che muore.

Calcolala probabilita cheil velenoiniettato fosse I'A.

SOLUZIONE

Probabilita condizionata - Teorema di Bayes 12 / 14 infomaat.it



Le probabilita a priori sono le frequenze delle provette: P(A)=5/20=0,25; P(B)=3/20=0,15;
P(C)=12/20=0,60. Lamorte e |'effetto osservato: applichiamo Bayes.

Veleno - esito sulla cavia

0,20 0 A, morte
0,80

P(A)=520

0,30 __—e B, morte

P(B)=320
O0— o

P(C)=1220

0,60 ___—o C,morte
0,40

\o C, vive

Probabilita totale di morte (somma dei tre ramiletali):

P(M) =0.25-0.20 + 0.15 - 0.30 + 0.60 - 0.60 = 0.05 + 0.045 + 0.36 = 0.455

P(M | A)P(A) 0.25-0.20  0.05
P(M) ~ 0455  0.455

P(A| M) = ~ 0.110

RISULTATO

P(A|M) ~0.110
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ESERCIZIO 9 % % %
Sensibilita, specificita e valori predittivi

Untest peril diabete viene applicato a un gruppo di10 000 persone, usando come soglia
una glicemia a digiuno di 130 mg/dl. La prevalenza del diabete & dell'11%.

Calcolasensibilita (S), specificita (E), valore predittivo positivo (VPP) e valore predittivo
negativo (VPN).

SOLUZIONE

” Datiinsufficienti nella traccia. Sensibilita e specificita sono proprietaintrinseche del test
e siricavano solo dalla tabella 2x2 deirisultati (veri/falsi positivi e negativi), che la traccia
originale nonriporta. Con prevalenza e numerosita si fissano i totali di colonna, manonle
singole caselle: il problema, cosicom'e, non e risolubile numericamente.

Malato (E) Sano (E€) Totale
Test + VP FP =
Test - FN VN =
Totale 1 100 8 900 16 000

Struttura della tabella 2x2. Con N =10 000 e prevalenza 11% i totali di colonna sono 1100 malatie 8 900 sani, ma
le quattro caselle (VP, FP, FN, VN) NON sono fornite dalla traccia.

Le formule da applicare una volta nota la tabella sono:

. VP P VN
~ VP+FN’ ~ VN + FP
VP VN
PP— PN = _—_"—
4 VP + FP’ 4 VN +FN

Mandamila tabella 2x2 dell'esercizio originale (o i valoridi VP, FP, FN, VN) e completo il calcolo con i
numeri.
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