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Tredici casia confronto. Per ognuno: la statistica test, le condizioni di
applicabilita e le tre modalita dirifiuto equivalenti — statistica vs valore critico,
valore campionario critico, p-value — sulle tre alternative. In chiusura: potenza
del test e dimensione campionaria.

@ INFOMAAT — Andrea Paone
INF@MAAT  Centro diripetizioni - matematica e fisica - dal 2011

CENTR® RIPETIZIONI
SINCE 2011



IMPOSTAZIONE E CONVENZIONI

Come leggere il formulario

LOGICA DEL TEST LE TRE MODALITA (EQUIVALENTI) CONVENZIONE SUI QUANTILI

Siformulano due ipotesi: quella nulla Hy + @ Confrontodellastatistica osservatacon 24 indica quiil quantile di coda destra:

(disolito I'uguaglianza) e |'alternativa Hj. el Eies e 1 ig, 05 P(Z > z4) = a. Vale quindi

Sisceglieillivello o e si costruisce la * @ Valore campionario critico: soglia

_ . _ _ , direttamente suZ (o 7, d, s?). _ _
regione dirifiuto. Se il campione vicade, e sirif T Za = Zl-a Zaj2 = Z1—a/2
o . -value:sirifiutasep < a.

sirifiuta Hy. er &

Perquestolacolonna@ usazi—qela

Sifissa acal minimo quandole colonna@ usa z,:sono lo stesso

conseguenze delrifiutare Hy mentre e NUMETO. Zoss /toss = Valore osservato della

vera sono gravi. statistica.
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CASO 1

Media, varianza o nota, popolazione normale

IPOTESI E CONDIZIONI

Campione casuale semplice

La varianza o2 della
popolazione & nota

Popolazione distribuita
normalmente

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
N

Ipotesi

Bilaterale

o = o
Hi % po

Unilaterale destro

Ho = po
A1 > po

Unilaterale sinistro

o = o
1 p < po

@ Statistica vs valore critico

Z < —Z2l-a

STATISTICA TEST
T — [ho
G =120

a/v/n

@ Valore campionario critico

_ g
|Z — po| > 2472 Tn 2 P(Z > |20ss| | Ho) < @

T > o+ 2o P(Z > 2455 | Hp) <

Sl

_ g
$<N0_zaﬁ P(Z<zoss|H0)<a
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CASO 2

-

IPOTESI E CONDIZIONI

o Campione casuale semplice

« Lavarianzao?della
popolazione non & nota

o Popolazione distribuita
normalmente

o StatisticaT conn — 1 gradidi
liberta; s = deviazione standard

campionaria corretta

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
S

Media, varianza o

2

non nota, popolazione normale

Ipotesi

@ Statistica vs valore critico

@ Valore campionario critico

STATISTICA TEST
T — [ho
T — U

s/v/n

© p-value

Bilaterale

o = o
Hi % po

Unilaterale destro

Ho = po
A1 > po

Unilaterale sinistro

o = o
1 p < po

_ ., 8
|Z— pol > tln—al/z =

vn

S

Tn

> po+t

n—1

5
1—a \/ﬁ

T<po—t

2 P(T > |toss| | Ho) <

P(T > t,ss | Hy) <

P(T < toss | Hp) <
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CASO 3

Media, varianza o2 nota, distribuzione arbitraria

STATISTICA TEST
T — [ho
G =120

a/v/n

Identico al Caso 1. peril Teorema del Limite Centrale la media campionaria € approssimativamente normale, quindi siusano le stesse tre modalita

dirifiuto.

IPOTESI E CONDIZIONI
o Campione casuale semplice
+ Lavarianzao?énota

o Distribuzione qualsiasi ma

numerosita elevata n > 30:
valeil TLC

6’@ Formulario - Test diipotesi
N

Ipotesi @ Statistica vs valore critico

Bilaterale
He n= to |Z| > 21—a/2
Hi % po

Unilaterale destro
Ho p = g Z2> 210
A1 > po

Unilaterale sinistro
He u= to Z< =214
1 p < po

@ Valore campionario critico

~ o
|$_”'0| > Z2q)2 ——

\/ﬁ 2P(Z> |zoss| | H0)<a
_ g
$>N0+zaﬁ P(Z>zoss|H0)<a
_ g
$<N0_zaﬁ P(Z<zoss|H0)<a
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CASO 4 STATISTICA TEST
Media, varianza o2 non nota, distribuzione arbitraria z_ 2"k

s/v/n

IPOTESI E CONDIZIONI Ipotesi @ Statistica vs valore critico @ Valore campionario critico

o Campione casuale semplice

Bilateral
« Lavarianza o non & nota — si e _ s
Ho = pg 1Z| > z1_a/2 Iw—uo|>za/2ﬁ 2P(Z > |20ss| | Ho) <

stima con s2
Ha p# po

o Distribuzione qualsiasi ma
Unilaterale destro

s
Ho p= o Z2> 21 q ‘E>“0+zaﬁ P(Z > 2055 | Ho) <
1 > po
numerosita elevata n > 30:
valeilTLCes~ o Unilaterale sinistro s
o Seladistribuzione non & notae o p = po Z< —21 4 T = ﬁ P(Z < 2085 | Hy) <
n € piccolo siricorre ai test non 1 p < po

parametrici (test sui ranghi,
test di Wilcoxon)
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CASO 5

Proporzione (popolazione bernoulliana)

IPOTESI E CONDIZIONI

» Lapopolazione segue una
distribuzione bernoulliana

e Laproporzione campionaria &
coincide conlamedia per
caratteri dicotomici (0-1)

» Sotto Hy lavarianza & mo(1
— o)

e Approssimazione normale

validaper nmy > 5 e n(1
— 71'0) 2 5

6’@ Formulario - Test diipotesi
N

Ipotesi

@ Statistica vs valore critico

Bilaterale
Hg T = my
Hy 7 # Ui

|Z| 2 21—a/2

Unilaterale destro
Ho ™= o
Hi > mp

Z2>21-a

Unilaterale sinistro
He ™= mg
Hi m < o

Z< —21 4

STATISTICA TEST

7?—71'0
/7‘(‘0(1 —7'('0)
n

© p-value

@ Valore campionario critico

]__

[ — ol > 202 M 2P(Z > 2050 | Ho) < @
]__

7?'>7T0—|—za M P(Z>2033|H0)<a
n
]__

# < mo— zg4) AL =) P(Z < 205 | Ho) < @
n
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) CASO 6
Varianza di una popolazione (test x ?)

Analogo a una popolazione del test di omoschedasticita (Caso 9). Hy : 02 = 0(2].

IPOTESI E CONDIZIONI Ipotesi @ Statistica vs valore critico

STATISTICA TEST
o (n—1)s?

2
Op

o Campione casuale semplice

« Popolazione distribuita Bilaterale X
normalmente (il test & sensibile Hp 02 = 0'(2) > X%_a/g, n—1 ODDUrE X2
allanon-normalita) Hy 0% & 0(2, < Xi/2, i

« s2=varianza campionaria
corretta; statisticaconn — 1 Unilaterale destro
gradidiliberta Ho 02 = 0(2)

« Ladistribuzione x2 & Hy 02 > g2
asimmetrica: nel caso
bilaterale i due valori criticinon Unilaterale sinistro
sono simmetrici Hy 02 = ag X2 < Xi, o

Hi 02 < o

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
S

2 2
X > Xl—a, n—1

@ Valore campionario critico © p-value
2.2
2 90 X1-a/2,n—1 o &2 , )
, o M 1 DPp- 2min2{P(x2 > Xoss)s
90 Xa/2, n—1 P(X < Xoss)} <o
n—1
2 0-(2) X%—a n—1 2 2
> — P(X >Xoss|H0)<a
n—1
2.2
o5 X5
s?< % P(X2 <x2, | Hp) <
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CASO 7 STATISTICA TEST

Differenza di medie, campioniindipendenti, varianze note, normali g E—Y—do
2

S

n m

IPOTESI E CONDIZIONI Ipotesi @ Statisticavs valore critico @ Valore campionario critico

e Due campionicasualisemplici

. o s Bilaterale
indipendenti dinumerositan e o2 o2
m Hg B = by |Z|2Z1_a/2 |E_g_d0|>za/2 _:1:+_y 2P(Z> |zoss| |H())<a
. PR Hy pig F py n m
* Levarianze o, o, sononote
e Popolazioninormali Unilaterale destro ; 5
g
o do= pgy — py sotto Hy(spesso o pz = Py Z>21-q T— 7> do+ 2a 9z , 7y P(Z > zoss | Hp) <
do = 0) Hi pg > iy n.om
Unilaterale sinistro 5
2 g
He MKz = MUy Z < —2Z1_q T— 7y <dy— 2z, &+_y P(Z<Z033|H0)<Oé
Hi pry < phy n m
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CASO 8

-

IPOTESI E CONDIZIONI

e Due campioniindipendenti,
popolazioni normali

« Varianze non note ma uguali: 2
= o2 (verificabile col Caso 9)

o StatisticaT conn+ m — 2
gradidiliberta

VARIANZA POOLED
2
Sp
s2(n—1)+s2(m—1)
n+m-—2

Ipotesi

Bilaterale
Ho py = My
Hi pig # py

Unilaterale destro

Ho Lty = ly
Hi pz > py

Unilaterale sinistro
H@ I‘LI = lj,y
1 po < iy

Differenza di medie, indipendenti, varianze non note ma uguali, normali

@ Statisticavsvalore

@ Valore campionario critico

critico
t—j—d
|T| > ¢rtm 2 ey 1 1
= "1-a/2 >tn+m—2 s2( = 4 —
1-a/2 P\ n m
T—y>d
+ tl_a S'p (; + E)
T—y<d
= l1-o

1 1
s (54 )

STATISTICA TEST
T—1y—dy

Vst (3+5)

© p-value

2 P(T > |toss| | Ho)
<o

P(T > Upag | H()) <«

P(T < toss | Hp) <

‘ % Correttorispetto allabozza: nel calcolo del valore campionario critico il quantile & ¢ ™2 (i gradi diliberta della statistica pooled), non¢ ™1,

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
N
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CASO 9

STATISTICA TEST

Uguaglianza tra varianze / omoschedasticita (test F) S3

IPOTESI E CONDIZIONI

e Due campioniindipendentida
popolazioni normali

o Statistica F' diFisher-
Snedecorcon(n—1, m—1)
gradidiliberta

e Perconvenzione sipone al
numeratore la varianza
campionaria maggiore

1

* Relazione utile: F"* = ——
Fl—,a

Ipotesi

Bilaterale
2 _ 2
Hg 07 = 0y
2 2
Hy 0% 7& O'y

Unilaterale destro

Hy 02> 02

Unilaterale sinistro

H@ 0‘3}:0‘

@< NN N

H10,25<a

@ Valore campionario

@ Statistica vs valore critico critico © p-value
2 2

S —1,m—1 S

— =P, opp. — o 2min{ P(F > Foy), P(F

Sy Sy coincide con la colonna 1

< n—l,m—l < Foss)} < (8

= " a/2
2

8 —1,m—1

3_125, > Flria " coincide con la colonna 1  P(F > F,, | Hp) <
2

S —1, m—1

s_g <F/m coincide con la colonna 1 P(F < Foy | Hp) <
Yy

Periltest F'la statistica € il rapporto tra varianze campionarie: la modalita «valore campionario critico» coincide con il confronto della statistica.

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
N
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CASO 10 STATISTICA TEST

Differenza di medie, indipendenti, varianze non note ma uguali, 7= Z—y—do

distribuzione arbitraria \/ 2 ( 1 N 1 )
P\n m

@ Statisticavs valore
critico

IPOTESI E CONDIZIONI

e Due campioniindipendenti,
distribuzioni qualsiasi

@ Valore campionario critico © p-value

Ipotesi

- Bilaterale |f —y— d0| 5 P(Z 7
» Numerosita elevate (n, m Ho ps = py |Z| > Z1—a)2 ) 1 1 (Z > |2o0ss| | Ho)
> 30): vale I TLC My pio £ o, > Zaj21[ 52 (; n E) <o
e Varianze non note mauguali =
siusa Sg (Caso 8) Unilaterale destro ] ]
Hﬂﬂw=llly Z221a :E—’lj>d0+za\/5'g(—+—) P(Z>z088|H0)<0‘
VARIANZA POOLED He fig > iy W e
2
Sp 2 2
sz (n—1) +s;(m—1) Unilaterale sinistro ] T
- n+m—2 Ho pz = phy Z< —21_q E—ﬂ<d0_za\/sg(_+_) P(Z < zp55 | Ho) < @
Hi py < phy n o m
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T CASO 11 STATISTICA TEST
Differenza dimedie, indipendenti, varianze non note e diverse — test di Welch T— T—y—do

IPOTESI E CONDIZIONI Ipotesi @ Statisticavs valore critico @ Valore campionario critico

e Due campioniindipendentida

Bilaterale

popolazioni normali . |T| > 49 2 121 5 P(T" ; e
0 Uy = 20 T g 8 o Y > <«
« Varianze non note e diverse (62 ‘ v 1-a/2 |Z— g —do| > tl—a/2 ( [toss| | Ho)
: : Hi g # piy nom
#0y)
 Statistical con ggradidi Unilaterale destro ; 5
liberta (Welch-Satterthwaite, Ho pg = Ly T>t! g gl Sz i Sy P(T > toss | Ho) <
arrotondati per difetto) Hi pg > pay l—a m
S:T{\T?EIR?LI;IIVBAE:T{E')& R Unilaterale sinistro 5
2
g Ho piz = iy T<—t!, F—g<do—td 5z %y P(T < toss | Ho) < @
2 52 2 1 py < iy n m
£ 4 v
n m

2 s2/m)?
(Sazv/n) +(y/ )

n—1 m—1

m Correttorispetto alla bozza: la formula di Welch-Satterthwaite richiede i quadrati sia al numeratore sia nei termini a denominatore; senzai quadratiigradi
diliberta risultano sbagliati (verificato numericamente contro scipy).
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CASO 12

-

IPOTESI E CONDIZIONI

¢ Due popolazionifortemente
correlate: misure prima/dopo,
stesso soggetto, coppie di
fratelli, ecc.

o Silavorasulle differenze d;
= x; — y;; d e sgne sono media
e deviazione standard corrette
o StatisticaT conn — 1 gradidi

liberta; nella maggior parte dei
casiHgy: pg=0

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
N

Ipotesi

Bilaterale
Ho pg =10
Hi pg# 0

Unilaterale destro
Ho pg=0
H1 pg >0

Unilaterale sinistro
Ho pg =10
Hi pg <0

Due medie dipendenti (dati appaiati) — test 1  sulle differenze - d— [tdp

@ Statistica vs valore critico

—1
|T| 2 tln—a/Z

T2ty

T<-—t",

STATISTICA TEST

(a0 = 0 tipicamente)

NG

@ Valore campionario critico © p-value
= 1 sd
141> 4" 2 P(T > [toss| | Ho) < @
7 n—1 $d
d> 1", % P(T > t,ss | Hy) <
= -1 sd
d<—ti7, Tn P(T < toss | Hy) < 0

infomaat.it



CASO 13

Confronto di proporzioni, campioni indipendenti

IPOTESI E CONDIZIONI

e Due campioniindipendentida
popolazionibernoulliane

» SottoHy: m; = mysiusala
proporzione combinata
(pooled) p

e Approssimazione normale
valida per campioni
sufficientemente numerosi

PROPORZIONE COMBINATA
NPz + MpPy

p= n+m

6‘;@ Formulario - Test diipotesi
N

Ipotesi

Bilaterale
H@ ’]'('z = 7'('y
Hy g F my

Unilaterale destro
H@ Ty = 1'['y
Hy 7y > my

Unilaterale sinistro
Hg Ty = My
Hy 1 < my

STATISTICA TEST

7= Dz — Py
N ~ (1 1
Y
n m

@ Statistica vs valore

critico

|ﬁm_ﬁy|
|Z| > 21-a/2 A /1 1 2 P(Z > |2oss| | Ho)
> 224/ P(1—P)| — + — <a
n m
R R R ~f1 1
Z 2> 21_q Pz — Dy > 2a p(l—p)(—ﬂ'E) P(Z>2033|H0)<Ot
ﬁz _ﬁy
Z< —21-a

1) P(Z < 2055 | Hy) < @
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POTENZA DEL TEST

Errore dill tipo e potenza (test Z sullamedia, 0% nota)

DEFINIZIONI

o = P(rifiutare Hy | Hy vera)
— errore dil tipo (livello).

B = P(accettare Hy
| Hy vera) — errore dill tipo.

Potenza=1-p

= P(rifiutare Hy | H; vera).
La potenza si calcola fissando
unvalore alternativo specifico
(1 € misurando la probabilita
cheZ cadanellaregione di
rifiuto quando lamediavera é
1.

EFFETTO STANDARDIZZATO
H1— Mo
§=1-_

o/vn

Alternativa Regione dirifiuto (su z) Potenzal — 3
::i:i:r;l: c;e;t;o T > o+ za% 1—-8=® (% — za)
e < -p-o( o)

DIMENSIONE CAMPIONARIA (TEST UNILATERALE) PER POTENZA1— S A uy

nz((za—i—zﬂ)a

) = arrotonda per eccesso
M1 — Mo

Convarianza non nota (1) la potenza esatta usa la distribuzione t non centrale; nei corsi siadotta dinorma I'approssimazione normale quiriportata. La stessa logica —
calcolare la probabilita della regione dirifiuto sotto Hy — vale per proporzioni e differenze dimedie.

@;@ Formulario - Test diipotesi
N
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